Diferenciabilidade Complexa

Definicdo: Seja f: Dy CC — Ce 2y €intDs. Diz-se que f é
diferenciavel, ou tem derivada, no sentido complexo em z; se
existe o limite

L f(z) = f(20) — m flzo+h) — f(Zo).
=2 2 — 2 h—0 h
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Quando este limite existe o seu valor designa-se por f'(zy) ou d—(zo).
2

Diz-se que f é holomorfa, ou analitica num ponto z; se f for
diferenciavel em todos os pontos duma bola centrada em z.

Diz-se que f é inteira se Dy = C e se f ¢ diferencidvel em todos os
pontos z € C.

Teorema: Seja f: Dy CC — Cez €intD;. Entdo, se f ¢ diferenciavel

em zp = f € continua em 2.




Proposi¢ao: Sejam f: Dy C C = C, g: D, C C — C diferencidveis em
2o € intDy NintD,. Entdo

o (f£9)(20)=f'(20) £ g'(20)
e (f-9)(20) = f"(20) - g(20) + f(20) - 9'(20)

(1 ’ Ly — 4 (20)9(z0) — [(20)9'(20)
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g
ese h: D, C C— C édiferenciavel em w = f(z;) € intDy,

(ho f)/(zo) = h’(f(%)) ' f’(Zo)-

(9(z0) # 0),




Equacoes de Cauchy-Riemann

Teorema (Cauchy-Riemann): Seja f: Dy C C — C e 2 € intD;. Entdo,
f é diferenciavel em zy = xy + i yo (no sentido complexo) se e sé se

e f ¢é diferencidvel em (g, 9) no sentido de R?

e f = u + v satisfazem as equacdes de Cauchy-Riemann no ponto
20 = (x()a yO)
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Proposicdo: Seja f: Dy C R* — R? e (z¢,40) € intDy. Se f é de classe
C'' numa vinhanga de (¢, 7), ou seja, se existe um aberto em torno desse
ponto onde as primeiras derivadas de f existam e sejam continuas, entao f
é diferencidvel em (z0, 7o) (no sentido de R?).

Proposicdo: As seguintes funcoées complexas sdo inteiras e tem-se

o (¢f) =

e (senz) = cosz

(
(

o (cosz) = —senz
(senh 2)/ = cosh
(

cosh z)" = senh z




Proposicdo (Regra de L'Hopital - Versdo Simples): Sejam f, g funcdes
diferencidveis em 2z tais que f(zg) = g(z0) = 0 e ¢'(z9) # 0. Entdo

F2) _ Flz0)

lim =
2=z g(2) g'(20)

Conformalidade

lim f(z) = f(20)

Z=r2() z — ZO

i
f(2) = f(20) = f(20) - (2 = 20) + o(|z — 2])

= f'(=0)

Definicdo: Diz-se que uma aplicagdo é conforme num ponto do seu
dominio, se preserva angulos e orientacGes entre vectores tangentes, nesse

ponto.

Teorema: Seja f: Dy C C— Ce z € intDy. Entdo, se f'(29) #0, f é
conforme em 2.




Teorema (Fungdo Inversa): Seja f : Df C R? — R? uma fungio de classe
C'' numa vizinhanca do ponto (¢, ) € intDs. Entdo, se o jacobiano de f
em (g, yo) for ndo nulo, Jf(xg,yy) = det Df(xg, yo) # 0, tem-se que

e existe uma vizinhanca aberta U, ) de (Zo,%0) e uma vizinhanca

aberta Vi) de £(zo, yo) tal que £ : Uy ) = Vi(agy) € Uma
bijeccao

® ainversa f~!: Vezowo) = Utnoo) € diferencidvel (no sentido de R?)
em f(aj()v yO)

e a matriz jacobiana da inversa f~! em f(x, o) é dada pela inversa da
matriz jacobiana de f em (xg, yo)

Df ! (f(zo,40)) = (Df(ﬂ?o, yo)) _1-




Teorema (Fung¢&o Inversa Complexa): Seja f : D¢ C C — C uma func¢io

holomorfa no ponto 2y = x¢ +iyo € intD;. Entdo, se f'(2)) # 0 tem-se

e existe uma vizinhanga aberta U, de z; e uma vizinhanga aberta V),
de wy = f(z) tal que f: U,, = Vi, é uma bijeccdo

e ainversa !V, — U, é diferencidvel (no sentido complexo) em

wy = f(20)

e a derivada da inversa f~! em wy = f(2g) é dada pelo (ntimero)
inverso de f’(20)

Proposicdo: Qualquer ramo do logoritmo complexo

log cz = logr|z| + i Argz, com Argz € [0y, 0y + 27| é diferenciavel
complexo em z # 0 e Argz # 6 com

1
log'z = ~.
z




